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MATHEMATICS 
ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES SUR UN CORPS VALUE 
BY 
A. F. MONNA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of March 31, 1962) 
Dans deux articles precedents [13] et [14] j'ai defini les ensembles 
convexes dans un espace lineaire E sur un corps K, muni d'une valuation 
non-archimedienne, et au moyen de cette notion j'ai donne une definition 
des espaces localement-convexes sur K. La plupart des proprietes des 
ensembles K-convexes que j'ai derivees, ont regard aux espaces lineaires, 
ne supposent done pas qu'une topologie soit donnee sur E. Je me propose 
de donner encore quelques proprietes de ces ensembles, en particulier 
dans le cas d'un espace lineaire topologique. J 'ai en vu un developpement 
plus loin de la theorie des espaces localement K-convexes (theoreme de 
Banach-Steinhaus, theorie de la dualite) 1). 
Le paragraphe concernant les ensembles K-convexes est precede par 
un paragraphe donnant une consideration generale des espaces lineaires 
topologiques non-archimediens. Quant a cela je remarque que BouRBAKI 
[2a] a donne un nombre de proprietes des espaces vectoriels topologiques 
sur un corps value quelconque. Cependant, il y fait partout usage de 
l'inegalite triangulaire dans la forme archimedienne (qui est vraie a 
fortiori dans le cas non-archimedien). Il manque alors quelques proprietes 
valables specialement dans le cas non-archimedien, par exemple les 
proprietes des espaces localement compacts. Il me semble done qu'il y a 
lieu de considerer specialement le cas d'une valuation non-archimedienne 
du corps K. J'ai supprime les demonstrations qui ne different que d'une 
fac;on non-essentielle de celles, valables dans Je cas archimedien. Dans 
tout ce qui suit je suppose connu les articles [13] et [14]. 
§ l. Espaces vectoriels topologiques. 
l.l. Soient K un corps, muni d'une valuation, qu'on suppose propre, 
et E un espace vectoriel topologique sur K. On suppose que la topologie 
sur E est separee 2). 
1) On conna~t deja quelques resultats concernant la dualite. FLEISCHER [4] 
a montre qu'aucun espace norme non-archimedien de dimension infinie sur un 
corps, muni d'une valuation discrete, n'est n3fiexif. Plus tard j'ai donne une 
generalisation de cette propriete [12]. J 'y ai aussi montre que, si K est complet 
spherique, la convergence faible est identique a la convergence forte dans ces espaces. 
2) Dans la definition des espaces vectoriels topologiques Bourbaki ne suppose 
pas que la topologie soit separee. KoTHE [8], cependant, insere la condition de 
separation dans sa definition. II se peut que la condition que nous posons, est 
superfiue pour quelques proprietes. Je ne l'ai pas systemat iquement etudiee. 
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On sait (BouRBAKI [2a], p. 7) qu'il existe dans E un systeme fondamental 
de voisinages equilibres de e, c'est a dire un systeme tel que, u etant un 
voisinage de ce systeme, x E U implique AXE U, pour tout jAJ <I. On 
suppose partout qu'un tel systeme est choisi. 
Definition. - L'espace E est appele non-archimedien s'il existe un 
systeme fondamental {U} de voisinages de e tel que pour tout U de ce systeme 
(l) U+UC U. 
Pour que E soit non-archimedien il faut que la valuation de K soit 
non -archimedienne. 
La topologie surE induit une topologie sur K. Si {w} est un systeme 
fondamental de voisinages de 0 pour cette topologie, on tire de ( l) 
w+w C w. Au systeme {w} correspond, d'une fa~on connue, une structure 
uniforme sur K; les entourages N y sont determines par les relations: 
(a, b) EN si a-bE w. Cette structure uniforme est evidemment invariante 
par translations. De plus elle est non-archimedienne, c'est a dire NZ C N. 
Or, une structure uniforme sur un espace vectoriel topologique - en 
particulier sur K - est uniquement determinee par la condition d'etre 
invariante par translations. Voir KoTHE [8], p. 150; la demonstration 
reste vraie dans notre situation. La structure uniforme sur K, determinee 
par {w }, est done identique a celle correspondant a la valuation sur K. 
On peut alors appliquer un resultat que j'ai montre anterieurement: la 
structure uniforme etant non-archimedienne, la metrique, c'est-a-dire la 
valuation de K, est non-archimedienne (voir [ll]). 
Cette condition ne suffit pas pour que E soit non-archimedien. II existe 
des espaces normes sur un corps, muni d'une valuation non-archimedienne, 
tel que la norme soit archimedienne tandis qu'elle ne soit equivalente a 
aucune norme non-archimedienne. 
Exemple. 
So it lK l'espace dont les elements sont les suites X - Al, Az, ... ' An, ... , Ai E K, 
telles que la serie 
00 
(2) ![x[[ = ~ !Ail 
i=l 
converge. La sene (2) definit sur E une norme, mais cette norme, bien 
que la valuation de K soit non-archimedienne, ne satisfait pas a l'inegalite 
triangulaire forte et on montre qu'il n'existe pas une norme non-archime-
dienne equivalente 3). 
3) Voir FLEISCHER [4]. Anterieurement [9] j'ai deja considere les espaces des 
suites (A.1, A.2, ... ) telles que la serie 
00 
(p ~ l) 
converge. J e les ai appelees semi-non-archimediennes. 
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Vu la necessite, montree ci-dessus, nous supposons dans tout ce qui 
suit que la valuation de K est non-archimedienne. 
1.2. La structure uniforme sur E, determinee par les voisinages, satis-
faisant a (1}, est non-archimedienne. Il s'ensuit que tout espace non-
archimedien est de dimension zero (voir [11]}. 
1.3. Dans tout espace vectoriel topologique metrisable non-archimedien 
la structure uniforme et la topologie peuvent etre definies par une distance 
invariante 
d(x, y) =d(x-y, @) = [ix-y[[F 
qui satisfait a l'inegalite triangulaire forte 
(3) 
Pour la demonstration on peut s'appuyer sur I' article [ll ]. Pour les 
autres proprietes de [[ ... [[F, appelee "(F)-norme" par Kothe, qui 
subsistent dans notre cas, on verra le livre de KoTHE [8]. Notons seulement 
que la relation 
[[Ax[[= IAI·[[x[[, 
valable pour une norme, n'est pas necessairement vraie pour une (F)-
norme. Il faut la remplacer par 
[[Ax[[p< [[x[[F pour IAI <I. 
Si [[x[[F~ [[y[[F, on a l'egalite dans (3). 
1.4. Soit E metrisable et non-archimedien. Si la suite {xn} converge vers 
X~ @ au sens de la metrique, on a 
pour les valeurs suffisamment grandes de n. 
1.5. Ensembles bornes. 
Un ensemble ACE est appele borne - a distinguer de la notion "borne 
au sens de la metrique" - si pour tout voisinage U de e ii existe .?. ~ 0, 
A E K, tel que A C AU. 
Cette notion ne donne pas lieu a des proprietes speciales dans notre cas. 
§ 2. Ensembles K-convexes. 
Soient K un corps muni d'une valuation non-archimedienne et E un 
espace vectoriel sur K. Pour la definition de la notion d'ensemble K-
convexe dans E, voir [13] 4). Dans les numeros 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4 
4) Dans les espaces vectoriels sur le corps des nombres reels ou complexes on 
definit les notions "p-convexe" et "absolument p-convexe" qui se reduisent pour 
p = l respectivement a "convexe" et "absolument convexe" (voir KoTHE [8], 
p. 164). On voit que dans notre situation il n'y a pas d'analogue de la notion 
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nous donnons encore quelques proprietes de ces ensembles pour lesquelles 
il n'est pas besoin de supposer que E est muni d'une topologie. 
2.1.1. Si A et B sont des ensembles K-convexes alors .A.A + p,B (.A., p, fixes 
E K) est K -convexe. 
On peut supposer A.*O, p,*O. Si 
A=xo+A*, 
ou xo est fixe et A* possede la propriete (0), il est clair que 
.A.A = A.xo + A.A * 
est K-convexe. Si de plus 
B=yo+B*, 
on a 
A+ B = xo +Yo+ A*+ B*, 
et on verifie aisement que A*+ B* a la propriete (0), de sorte que A+ B 
est K-convexe. II s'ensuit la propriete enoncee. 
2.1.2. Soit A K-convexe et supposons 8 EA. On sait que A possede 
alors la propriete (0). Soient IX EK, f3 EK et supposons I~XI>I/31, IX*O. 
Alors on a 
IXA = IXA + {JA. 
Si x E A, yEA, il existe z E A tel que 
lXX + {Jy = IXZ. 
En effet: 
done, d'apres la K-convexite, z EA. Cela demontre la proposition. 
Cette propriete est caracteristique des ensembles K-convexes con-
tenant 8: 
Si IXA = IXA + {JA pour tout IX, f3 E K tel que I ~XI> 1/31, alors A possede 
la propriete (0) et done est K-convexe. 
II faut montrer que x E A, y E A entrainent .Ax+ p,y E A pour tout 
IJcl < 1, lp,l < L 
"convexe". Dans notre theorie c'est seulement un analogue de la notion "absolument 
convexe" qui subsiste. D'autre part une generalisation avec un exposant p op 1 
ne conduit pas a des resultats nouveaux. 
On trouve une tout autre generalisation dans un article de To:MOKO KONDA [7]. 
Il y donne une definition de la notion quasi-K•-convexe dans les espaces quasi-
normes. Dans ces espaces la relation d'homogeneite est remplacee par 
IIJ.·xll = IJ.Irllxll. 
ou r est reel, 0 < r < oo (voir [6]). 
Mentionnons enfin une definition tres generale de la notion d'ensemble convexe 
dans les espaces metriques de J. DE GROOT [5]. 
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On peut supposer IA.I > l,ul. Selon !'hypothese on a alors 
A.A + ,uA =A.A. 
De plus on a 
A +A.A=A pour IA.I < 1. 
Done 8+A.y E A, pour tout yEA; done A.A CA. II s'ensuit 
A.A + ,uA =A.A C A, 
ce qu'il fallait demontrer. 
L'addition des ensembles K-convexes a done un caractere non-archi-
medien: !'ensemble K-convexe cxA ne change pas par une addition 
vectorielle des elements de {JA aux elements de cxA si 1{31 < lcxl. On se 
rappelle la relation 
(ex+ {J)A = cxA + {JA 
qui est vraie pour les ensembles convexes dans les espaces vectoriels sur 
le corps des nombres reeels. 
2.1.3. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et Tune transformation 
lineaire de E dans F. J'ai deja montre que l'image T(A) d'un ensemble 
K-convexe deE est un ensemble K-convexe dans F (voir [13]). On peut 
ajouter la propriete que l'image reciproque par T de tout ensemble K-
convexe A de F est un ensemble K-convexe dans E. 
Pour cela, on peut evidemment supposer que e E A, de sorte que A 
possede la propriete (0): pour traiter le cas general il faut effectuer une 
translation. 
Si x, y E T-1(A), il existe ~' 'YJ E A tel que 
Tx=~, Ty=rJ. 
Pour lA. I< 1, l,ul < 1 on a 
T(A.x+,uy)=M+,un E A, 
done 
A.x + ,uy E T-l(A) 
de sorte que T-l(A) possede la propriete (0). 
2.1.4. Enveloppe K-convexe. 
Soit donne une famille {A.}, t E /, d'ensembles K-convexes. Soit Ale plus 
petit ensemble K-convexe contenant tous les A,. Cet ensemble existe 
puisque j'ai montre anterieurement ([13]) que !'intersection d'une famille 
d'ensembles K-convexes est K-convexe. 
On a une expression simple pour cette enveloppe dans les espaces sur 
le corps des nombres reels. II semble qu'il n'y pas une telle expression 
dans notre situation puisqu'en general il n'est pas possible de transformer 
les A, par une meme translation en des ensembles qui contiennent e. 
Je considere d'abord le cas ou e E A, (t E /). Tousles A, possedent alors 
24 Series A 
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la propriete (0) (voir [13], p. 533, propriete 3.6). L'enveloppe K-convexe 
A* est alors identique a I' ensemble 0 des combinaisons lineaires 
(5) 
ou x, eA., I.A.,I < 1 et .A.,=O sauf pour un nombre fini d'indices. 
D'abord, 0 est K-convexe. Puisque e e 0, il suffit pour cela de montrer 
que x eO, yeO entrainent .A.x+p,y eO pour tout I.A.I<1, lp,I<L 
Puisque X et y s'expriment par des series finies, on peut supposer que 
les termes de ces series ont rapport aux memes ensembles A,; au besoin 
on peut ajouter des termes avec A.,= 0 ou p,, = 0. Alors .A.x + p,y se reduit 
a la serie finie 
(6) ~ (.A..A.,x, + p,p,,y,), x,, y, e A,. 
Puisque I.A..A.,I<1, jp,p,,l<1, .A..A.,x,+p,p,,y,eA, parce que A, possede la 
propriete ( 0). La serie ( 6) est done de la forme ( 5 ), c' est-a-dire .A.x + p,y e 0. 
Enfin, chaque ensemble K-convexe P qui contient les A., contient 0 
puisque x, e A, C P, y, e A,. C P entrainent 
et cela subsiste pour tout~s les combinaisons finies. On a done A* =0. 
Puisque I.A.I < 1, lp,l < 1 entrainent I.A.+ p,l < 1 et I.A.p,l < 1, on voit de (5) 
et (6) que A* est un module par rapport a l'anneau {A. : I.A.I.;;;;; 1} de K. 
Le cas ou un certain Xo# e appartient a A, (t e J), est ramene au cas 
precedent par une translation. L'enveloppe K-convexe est alors identique 
a !'ensemble des combinaisons finies 
xo+ ~.A.,x., x, e A, (t e 1}, I.A.,I < l. 
Corollaire. 
Soit M C E. L'enveloppe K-convexe O(M) de M - ou, ce qui revient 
au meme si e eM, le plus petit module dans E par rapport a l'anneau 
{A. : I.A. I.;;;;; 1} qui contient M - est identique a I' ensemble des combinaisons 
finies 
ou i.A.tl < 1, Xt eM et xo est un point fixe de M. 
Notons qu'on peut prendre pour xo un point quelconque de M, puisque, 
comme j'ai montre dans [13], chaque point d'un ensemble K-convexe 
peut servir comme "centre" de cet ensemble. 
2.2. Pour les proprietes suivantes il est essentiel que E est un espace 
vectoriel topologique. On ne suppose pas en general que E est non-
archimedien (voir 1.1). Les conditions speciales sont mentionnees dans 
chaque numero pour autant qu'elles sont utilisees dans les demonstrations. 
Dans certains cas elles impliquent que E est non-archimedien. 
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2.2.1. L'adherence A d'un ensemble K-convexe A C E est K-convexe. 
On peut suivre la demonstration pour les ensembles convexes en tenant 
compte d'une translation, toujours necessaire dans notre situation. 
2.2.2. Comme dans le cas des ensembles convexes dans un espace 
vectoriel sur le corps des no~bres reels l'enveloppe K-convexe fermee 
d'un ensemble M - !'intersection de tousles ensembles fermes K-convexes 
contenant M - est identique a O(M) et aussi a O(M). 
Si M est ouvert, O(M) est egalement ouvert. 
On peut suivre les demonstrations pour le cas reel en utilisant le corollaire 
de 2.1.4. 
Dans les espaces sur le corps des nombres reels ou complexes il est 
possible queM est ferme, tandis que l'enveloppe convexe n'est pas ferme 
([8], p. 179). Je n'ai pas reussi a construire un tel exemple dans notre 
situation, ni a montrer que, si M est ferme, O(M) est ferme. 
2.2.3. Dans [13] nous avons defini un corps K-convexe S comme un 
ensemble K-convexe qui - a une translation pres - est absorbant. 
Cette definition differe de celle de BouRBAKI ([2a], p. 72}, qui definit un 
corps convexe comme un ensemble convexe contenant au moins un point 
interieur. Nous avons choisi notre definition puisqu'elle est independent 
de la topologie de E. 
Dans ce qui suit nous considerons des ensembles K-convexes contenant 
t9 comme point interieur. Ce sont des corps K -convexes puisque chaque 
voisinage de e est un ensemble absorbant. Cependant, ce n'est pas vrai 
que tout ensemble K-convexe absorbant - qui contient alors e en vertu 
de cette derniere condition - contient e comme point interieur. En 
considerant les ensembles K-convexes dont e est un point interieur,'' on 
a done une classe plus restreinte que celle des corps K -con vexes selon 
notre definition. 
Notons que la consideration des espaces dans lesquels tout ensemble 
K-convexe absorbant est un voisinage de e, conduit - parmi les espaces 
localement K-convexes - aux espaces tonneles ([2b] et [8]). 
2.2.4. Soit Sun corps K-convexe, contenant e comme point interieur. 
Alors l'interieur S de S est K -convexe. 
Puisque e E s, il faut montrer que s possede la propriete (0), c'est-a-
dire que xo E S, yo E S entrainent lxo + ,uyo E S pour tout ll I < 1, l,u I < 1. 
Supposons que Xo = e. Alors il faut demontrer que X= ,uyo est un point 
interieur de S pour tout l,ul < 1. 11 existe un voisinage U de yo tel que 
U CS. Alors 
U' = U -yo+,uyo 
est un voisinage de pyo. Soient z E U et 
~=z-yo+,uyo=z+ (,u-1)yo. 
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On a l,u-I/<:max (/,u/, I),;;; I et, puisque z ES, yo ES, la K-convexite de 
0 
S entraine ~ E S. Done U' C S de sorte que ,uyo E S. 
Le cas general s'ensuit si nous montrons encore que xo E S, yo E S 
0 
entrainent x0 + y0 E S. Pour cela, so it U xo C S un voisinage de xo. Alors 
yo+ U xo est un voisinage de xo +yo et puis que S possede la propriete ( 0) 
on a yo+ Ux0 C S, done xo+Yo E S. 
2.2.5. Soit encore S un corps K-convexe contenant e comme point 
interieur. D'apres ce que nous avons montre dans [I3] il existe alors 
sur E une semi-norme non-archimedienne p telle qu'on a 
(x :p(x)<I)CSC(x :p(x)<I), 
et les ensembles (x : p(x) <I) et (x : p(x) <I) sont tous les deux ouverts 
et fermes. Ajoutons qu'on a pour tout Ao#O (x :p(x)</Ao/)CA.0SC 
C (x : p(x) < IA.ol ). 
Puisque e est un point interieur de S, A.oS est un voisinage de e. 
On tire de ces inegalites que p est continue au point e, done partout 
dans E. 
On peut montrer alors que, quelques soient ~ E S et /A. I< I, les points 
0 
appartiennent a s. 
Puisque S est !'intersection de tous les ensembles fermes contenant S, 
on a 
S C (x: p(x)< I). 
On en tire 
p(~) <I. 
Done pour x=A~ et /}./<I, 
p(x) <I. 
II faut alors distinguer deux cas. 
a. p(x)#O. D'apres ce que nous avons montre dans [14], il existe 
alors un voisinage de x dans lequel pest constant (a savoir egal ala valeur 
de p en x). Puisque 
(x: p(x)<I) CS, 
ce voisinage est contenu dans S de sorte que x E S. 
b. p(x) = 0. La semi-norme etant continue, il existe un voisinage de x 
dans lequel p(y) < s < I. Ce voisinage est contenu dans S, ce qui acheve 
la demonstration. 
Si, au lieu de e, Xo# e est un point interieur des, cette propriete est 
enoncee ainsi : 
quelques soient ~ E Set /A./< I, les points x0 +A.(~- xo) appartiennent aS. 
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2.2.6. Supposons que la topologie de E est telle qu'il existe un systeme 
fondamental de voisinages de e formes d'ensembles bornes (voir 1.5). 
Cette condition est verifiee dans les espaces dans lesquels la topologie 
peut etre definie par une norme non-archimedienne. Pour une discussion 
de cette condition voir ci-dessous (2.3). 
Soit S un corps K-convexe dont e est un point interieur. Nous allons 
montrer que 
Il est trivial que 
D 
puisque cette relation est une consequence de S C S. Il s'agit done de 
montrer la relation inverse: S C S. 
Pour cela il faut montrer que dans chaque voisinage d'un point quel-
conque xES il existe des points de S. 
1° Soit AEK, 1?.1<1, ).~I. Si A--c>-1, done 1?.-1)--c>-0, on a, pour 
xES fixe, 
lim ).x=x 
en vertu de la continuite de }'operation ). -c)- AX. Cela veut dire que, etant 
donne un voisinage U de x, il existe () > 0 tel que ?.x E U pour 1?.- 1) < () 5). 
On a ?.x ~ x et, puisque S est K -convexe, ?.x E S. Chaque voisinage U 
de x contient done des points de S differents de x: aucun point de S ne 
peut etre un point isole de S. 
2° Soit x E S et U x un voisinage ouvert de x. Si U x ne contenait aucun 
t E S, t ~ x, on aurait x E S et x serait un point isole de S, ce qui est 
impossible selon 1 o. Il existe done t E S, t ~ x, t E U x· On tire des axiomes 
de voisinage qu'il existe un voisinage Ut' de t tel qu'on a 
Posons 
V e est un voisinage de e. D'apres ce que nous avons suppose au debut 
de 2.2.6, V e contient un voisinage borne V~ de e. On n'est pas sur 
que V~ C S. Cependant, e est un point interieur de S et il existe done 
un voisinage We de e tel que We C S. Puisque V~ est borne, il existe 
).~ 0 tel que 
done 
V~ C ).We, 
?.-1 V~ C We C S. 
).-1 V~ est encore un voisinage de e. Alors 
1) Pour r5 suffisamment petit il s'ensuit que I-AI = l, ce qui n'est pas en 
contradiction avec la supposition A -=F l. La conclusion x E S =:- AX E S est permise 
pour 1}•1 = l. 
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est un voisinage de t. On a ainsi t E S, J.-1 V~ C S de sorte que, en vertu 
de la K-convexite de S, 
t+J.-1 v~ c s. 
C'est-a-dire, t a un voisinage appartenant a S et done t E S. On en tire 
sc s 
et en somme 
Corollaire. Si S=S on a 
En effet, si S=S, on peut reprendre la demonstration en prenant t=x, 
de sorte que x est point interieur de S. 
La classe F des corps K -con vexes fermes est done une partie de la 
classe 0 des corps K -con vexes ouverts. 
Question. F, est-il une vraie partie de 01 
Remarque: Dans les espaces sur le corps des nombres reels on montre 
0 0 
que S = S. Il semble que la validite de cette propriete depend essentielle-
ment de la possibilite de definir une relation d'ordre sur les droites, ce 
qui permet, comme il est usage, de definir la convexite au moyen de la 
notion de segment ( comparez [8 ], p. 179 e.s. ). 
2.3. Oritere de Kolmogorofj. 
Le critere de Kolmogoroff (KoTHE [8], p. 164) caracterisant les espaces 
normes, se traduit dans notre cas comme il suit: 
Une condition necessaire et suffisante pour que la topologie d'un espace 
vectoriel E sur un corps K, muni d'une valuation non-archimedienne, puisse 
etre d{finie par une norme non-archimedienne, est qu'il existe un voisinage 
K-convexe borne U de e. 
1 o. S'il existe un voisinage K -convexe borne U de e, U est un corps 
K-convexe contenant e. J'ai montre anterieurement [13] qu'il existe 
alors une semi-norme non-archimedienne p sur E. Il s'agit de montrer 
que pest une norme. Or, puisque U est borne, les ensembles {J.U ; A E K} 
forment un systeme fondamental de voisinages de e. Il s'ensuit que 
p(x)=O entraine X= e. En effet, si p=O pour X# e, on aurait X E A.U 
pour tout A. E K (voir la definition de p). D'autre part ceci est impossible 
puisque {J.U} est un systeme fondamental de voisinages de e. Par suite 
p est une norme non-archimedienne. On a ensuite 
U C {x: p(x).;;;1} C J.U 
pour lA. I> 1. On en tire que la topologie selon la norme est identique a 
la topologie donnee sur E. 
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2°. Si, inversement, la topologie sur E est definie par une norme 
II· ·II' il existe dans E un voisinage K-convexe borne u de e, a sa voir 
I' ensemble {x: llxll.;;;; 1 }. U est K-convexe et borne. Quant ace dernier, on a 
IIJ..UII =I.?.. I II Ull <I.?.. I 
de sorte que J..U est contenu dans le voisinage {x : llxll < 1.?..1} de e, ce 
qui signifie que U est borne. 
Remarques. 
l. Dans l'espace lK, que j'ai considere dans 1.1, il n'existe aucun 
voisinage K-convexe borne de e. C'est une consequence du critere de 
Kolmogoroff. 
II existe dans lK des voisinages K-convexes de e. Soient, par exen1ple, 
K le corps des nombres P-adiques et f une fonctionelle lineaire dans lK 
(voir [9] pour la forme des fonctionelles). L'ensemble (x : lf(x)l < 1) est 
alors evidemment K-convexe, mais on voit aisement que cet ensemble 
n'est pas borne au sens de 1.5. 
2. Le critere de Kolmogoroff permet de donner une precision de la 
condition sous laquelle j'ai derive les proprietes de 2.2.6. Si on fait la 
restriction de ne considerer que des expaces localement K -con vexes, on 
voit que la condition signifie qu'il s'agit la des espaces normes non-
archimediens. 
2.4. Si K est complet-spherique la relation connue entre !'existence de 
fonctionelles lineaires =1- 0 et de corps K-convexes subsiste dans notre 
situation. 
a. L'existence d'un corps K-convexe, contenant e comme point 
interieur, entraine !'existence d'une semi-norme non-archimedienne con-
tinue et cela, a son tour, entraine !'existence d'une fonctionelle lineaire 
(voir [14], p. 402). 
b. Si f est une fonctionelle lineaire, !'ensemble (x : lf(x)l.;;;; 1) est un 
corps K-convexe dont e est un point interieur. 
§ 3. Espaces localement K-convexes. 
3.1. Dans !'article [14] j'ai defini les espaces localement K-convexes au 
moyen d'un systeme r de semi-normes non-archimediennes. Comme dans 
le cas des espaces vectoriels sur le corps des nombres reels, on peut donner 
une definition geometrique equivalente. 
Soit E un espace vectoriel topologique sur le corps K, muni d'une 
valuation non-archimedienne propre. On suppose que la topologie est 
separee. 
Definition. L'espace E est appele localement K-convexe s'il existe 
dans E un systeme fondamental de voisinages de e, formes d'ensembles 
K-convexes. 
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Montrons que cette definition est equivalente a celle que j'ai donnee 
dans [14]. 
a. La topologie qu'on obtient en definissant les voisinages au moyen 
d'un systeme r de semi-normes non-archimediennes p, est localement 
K-convexe au sens de la definition ci-dessus puisque l'ensemble(x :p(x) <e) 
est K-convexe pour tout pEr. L'intersection d'un nombre fini de ces 
ensembles est egalement K-convexe 6). La topologie est separee puisque 
pour tout X E E, x=F e, il existe, d'apres la definition, p E Ftel que p(x)=FO. 
b. Soit {U} un systeme fondamental de voisinages K-convexes de e. 
D'apres les resultats de [13] a tout U de ce systeme correspond une semi-
norme non-archimedienne p tel qu'on a 
(x :p(x)<1)C UC(x :p(x)<1). 
On a pour A. E K 
(x : p(x) < lA. I) C A.U C (x : p(x) < lA. I). 
Si UtE {U} (i= 1, ... , n) et Pt est la semi-norme non-archimedienne qui 
correspond a Ut, 
p(x) = sup Pt(x) 
l;:i;i;;;;;n 
est egalement une semi-norme non-archimedienne. On a 
n 
(x :p(x)<1)C n UtC(x :p(x).;;;1). 
i=l 
II s'ensuit que la topologie, determinee par {U} est equivalente a celle, 
determinee par le systeme r de ces semi-normes p de la fa<;on indiquee 
dans [14]. 
Dans ce qui suit nous supposons que la topologie sur E est definie pas 
un tel systeme r. 
3.2. Dans 1.1 nous avons defini les espaces non-archimediens. On a la 
propriete suivante: 
Ohaque espace localement K -convexe est non-archimedien. I nversement 
chaque espace non-archimedien est localement K -convexe. 
Remarquons que, si le voisinage U de @ est equilibre, U + U C U 
entraine A.U + p,U C U pour tout A., p, E K, lA. I< 1, 1~-tl < 1. La propriete est 
alors une consequence immediate des definitions. 
3.3. Pour que la suite {xn}, Xn E E, converge vers xo il faut et il su:ffit 
qu'on a 
lim p(xn-Xo)= 0 
pour tout p E F. 
6) Dans !'article [13], 3.9, consequences l, il faut lire: "L'intersection d'une 
famille finie ... " 
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Pour chaque p E r tel que p(xo) * 0, on a 
p(xn) = p(xo) 
pour n>N(p, xo). 
3.4. Supposons que E soit complet. Pour que la serie 
converge, il faut et il suffit que 
lim p(xi)=O 
pour tout p E F. 
En effet, en posant 
il faut et il suffit que {Sn} est une suite de Cauchy, c'est a dire que pour 
tout s> 0 et tout nombre fini de semi-normes p1, ... , Pk de F il existe 
N>O tel que 
pour j = 1, ... , k, m > 0 et n > N. Or cette inegalite se reduit a 
Pi(Sn+l -Sn) < E 
done 
d'ou resulte la proposition. 
3.5. Theoreme. Tout espace E localement K-convexe et localement 
compact est homeomorphe a un espace norme. 
E etant localement K-convexe, il existe un systeme fondamental de 
voisinages de B, forme d'ensembles fermes et K-convexes. D'autre part, 
dans tout espace localement compact les voisinages compacts de e forment 
aussi un systeme fondamental. Il existe done un voisinage V, ferme et 
K-convexe, de 8, contenu dans un voisinage compact de B. Etant ferme, 
ce voisinage V est compact. 
Si la proposition etait fausse, d'apres le critere de Kolmogoroff, V ne 
serait pas borne au sens de 1.5. II existerait done un voisinage U de f9 
tel que V C AU n'est rempli pour aucun A E K. Done V ¢AU pour tout A. 
Ce voisinage serait determine par des inegalites 
Pl(x)<;s, ... ,pm(x)<;s, 
PiEr, s>O. 
U serait equilibre. Les ensembles AU (A E K) formeraient une suite 
croissante, c'est a dire IA2I > IA1I entra'inerait A2U :J A1U. Soit alors 
{An; An E K} une suite croissante: 
l<IA1l<IA2I< ... ~ oo. 
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Il existerait alors une suite {xn} tel que 
Xn E V; Xn ¢ AnU, 
n=l,2, .... 
Posons 
p(x) = sup Pi(x). 
l;:;;i;:;;m 
On voit que {p(xn)} serait une suite monotone, convergente vers =. 
v etant compact, la suite {xn} possederait un point d'accumulation z. 
Soit W le voisinage de z determine par 
p(y-z)<,s. 
Ce voisinage contiendrait une infinite de points de la suite {xn}; done 
pour une infinite de valeurs de j. On aurait 
p(x1)<,max (p(z),p(x1_:_z))< 
<,max (p(z), s)=M, 
ou M est un nombre fini, en contradiction avec p(xn) ---+ ex:>. On conclut 
que E est homeomorphe a un espace norme. 
3.6. D'apres 3.5 l'etude des espaces localement compacts parmi les 
espaces localement K-convexes conduit aux espaces normes. Anterieure-
ment j'ai deja considere les espaces localement compacts non-archimediens 
(voir [10]). On peut generaliser quelques proprietes que j'ai montrees 
dans cet article. 
3.6.1. Soit E un espace localement K-convexe et supposons que la 
topologie est determinee par le systeme r de semi-normes non-archime-
diennes p. Soit A C E un ensemble tel que de toute suite de points de A 
on peut extraire une suite partielle convergente vers un point de A 
Posons 
Pp {p(x); pEr, X EA}. 
Alors Pp est un ensemble discret, c'est a dire seulement deux cas sont 
possibles: I) Pp n'a pas de points d'accumulation ou bien 2) le nombre 0 
est le seul point d'accumulation. 
Supposons que a# 0 est un point d'accumulation de P P· Il existe alors 
une suite de nombres {ai} et une suite {xt}, Xi E A, telles que p(xt) =at, 
at ---+ a et at# a. En vertu de la supposition concernant A il existe une 
suite partielle {xti}, recrutee de la suite {xt}, qui converge vers x EA. 
Puisque pest continu on a p(xti)---+ p(x) et p(x)=a, en contradiction avec 
le resultat de 3.3. 
365 
3.6.2. Soient E un espace comme dans 3.6.1 et Gun sous-groupe compact 
deE, done un ensemble compact tel que x EG, y EG entrainent x-y EG. 
So it 
a E {p(x); pEr, X EG}, a#O. 
Alors il n'existe qu'un nombre fini de points ec E G tels que 
Supposons qu'il y a une infinite de points eg avec ces proprietes. G etant 
compact, !'ensemble de ces points aurait un point d'accumulation xo. 
Considerons le voisinage de xo determine par 
p(x-xo)<a. 
Ce voisinage ne peut contenir qu'un point e1 au plus. En effet, s'il y en 
avait deux, et et e,, on aurait 
Puisque la topologie est separee, il existe un voisinage de xo ne contenant 
aucun point et, d'ou suit une contradiction. 
En vertu de l'inegalite triangulaire forte les ensembles 
Gl={x;p(x).;;;a, pEr, X EG} 
et 
G2= {x; p(x)<a, pEr, X E G} 
constituent un group additif. La propriete montree ci-dessus exprime 
alors que le groupe quotient G1/G2 a un ordre fini. 
Remarque. Dans les espaces localement compacts normes non-
archimediens les proprietes 3.6.1 et 3.6.2 conduisent a uncertain developpe-
ment en serie des elements de l'espace, d'un caractere analogue a un 
developpement deja donne par D. VAN DANTZIG [3] (voir [10]). Mention-
nons un travail de H. BENZ ([1], p. 41 e.)s., qui n'emploie pas des methodes 
topologiques. 
3. 7. Considerons enfin les espaces localement K -con vexes metrisables 
(voir 1.3). Comme dans le cas des espaces sur le corps des nombres reels 
la topologie d'un espace localement K-convexe est metrisable si et seule-
ment si le systeme r des semi-normes non-archimediennes est denombrable. 
II existe alors une suite croissante de semi-normes p1(x) <P2(x) < .... 
La topologie est determinee par la (F)-norme 
1 Pn(x) 
JJxJJF =sup -2 1 ( )' 
" n +Pn X 
On verifie aisement que cette JJ ... JJF possede les proprietes d'une (F)-norme 
(comparer [8], p. 209 et [11], p. 473). 
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§ 4. Espaces K-tonneles. 
Il est evident de quelle fayOn il faut modifier la definition des espaces 
tonneles (voir [26] et [8]). 
Definition. Dans un espace localement K-convexe E on appelle K-
tonneau tout ensemble K-convexe, equilibre, absorbant et ferme dans E. Un 
espace localement K -convexe E est appele K -tonnele si tout K -tonneau dans 
E est un voisinage de e. 
Comme dans le cas reel on a la proposition suivante. 
Tout espace localement K-convexe E qui est un espace de Baire est K-
tonnele. 
On peut a peu pres suivre la demonstration de Bourbaki. 
Soit {A.n; An E K} une suite croissante tendant vers =: 
/AI/< /A2/ < ... ~ =· 
Soit T un K-tonneau dans E. Puisque T est absorbant on a 
AnT est un ensemble ferme. Puisque E est un espace de Baire, au moins 
un parmi les ensembles AnT admet un point interieur. T lui-meme a done 
un point interieur Xo. Si Xo= e, T est un voisinage de e. 
Si xo~ e, on acheve la demonstration comme il suit. Puisque T est 
absorbant, e E T, etTa done la propriete (0). Soit Ux0 C Tun voisinage 
de xo. Alors 
V = Ux0 -Xo 
est un voisinage de e. Comme T a la propriete (0), on voit que V C T 
de sorte que T est un voisinage de e. 
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